Terminale spécialité mathématiques Chapitre 10

Introduction

Objectifs du chapitre

- Comprendre la définition de la fonction logarithme népérien comme fonction inverse de
'exponentielle.

- Maitriser les propriétés fondamentales : ¢"® = x (pour z > 0) et In(e?) = x.
- Utiliser les propriétés algébriques : In(ab), In($), In(a™).

. Etudier une fonction faisant intervenir In : dérivation, variations, limites.

- Résoudre des équations et inéquations avec In et e”.

Pré-requis

- Fonction exponentielle x — e* : continuité, croissance, e*™¥ = e%e?, lim,_,_o € = 0, lim,_, o ¥ =
—+00.

- Dérivation : dérivées usuelles, dérivée d'une composée.
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Du probléeme ¢/ = x a la définition de In

Remarque
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R. Elle prend toutes les
valeurs de |0, +ool. Ainsi, pour tout z > 0, 'équation e¥ = x admet une unique solution réelle y.
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Définition 1.1: Fonction logarithme népérien

La fonction logarithme népérien, notée In, est définie sur ]0, +oo[ par :
In(z) =y < ¢€=u.

Autrement dit, In(z) est 'unique réel dont 'exponentielle vaut «.

Propriété 1.1: Fonctions réciproques

Pour tout z > 0, e@ = 7. Pour tout z € R, In(e*) = .
§ Exemple
° In(l)=0care’ =1 In(e) =1care! =e In(e?) = 3.

Représentation graphique et symétrie

Propriété 1.2: Symétrie des courbes

Dans un repere orthonormeé, la courbe de y = In(z) est image de la courbe de y = ¢® par la
symétrie daxe y = x.
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921 —y =In(z)
- y =
_3 |
2 Variations, signe et limites de In
Propriété 2.1: Sens de variation
La fonction In est strictement croissante sur |0, +o0].
Propriété 2.2: Signe
Pour toutz >0
In(z) >0<=x>1 et In(z) <0< 0<z<1.
Propriété 2.3: Limites
lim In(z) = —c0 et lim In(z) = +o0.
z—0F T—+00
Tableau de variations
x 0t 1 +00
/ +00
In(x) 0
3 Propriétés algébriques
Propriété 3.1: Produit
Pour tousréelsa>0etb>0:
In(ab) = In(a) + In(b).
Propriété 3.2: Inverse et quotient
Pourtousréelsa>0etb>0:
1 a
ln(a> = —In(a) et ln(g) = In(a) — In(b).
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Propriété 3.3: Puissance et racine

Chapitre 10

Pour tout réel a > 0 et tout entier relatif n ;
In(a™) = nln(a).

En particulier :

In(v/a) = % o).

Exemple: In(30) =In(2 x3 x5)=In2+1In3+1Inb.
- In(25) = In(5%) = 21In’5.
- In(10) —In(20) = In(32) =In(3) = —In2

000000000

4 Dérivation et tangentes

Propriété 4.1: Dérivée de In

(Inz) = !

X

La fonction In est dérivable sur ]0, +oo| et, pour tout z > 0,

Propriété 4.2: Dérivée de In(u)

Soit u dérivable et strictement positive sur un intervalle I. Alors In(u) est dérivable sur I et :

(n(ufa))) = 2
§ Exemple
°  SurR, f(x) =1In(32% + 1) vérifie:
o / 6x
: Fe) =gyt

Tangente en z = 1 et inégalité classique

Propriété 4.3: Tangente en 1

y=x— 1.

La tangente & la courbe de y = In(x) au point d'abscisse 1 a pour équation :

Théoréme 4.1: Inégalité In(z) < x — 1

Pour tout z > 0,
In(z) <z —1,

avec égalité si et seulement si z = 1. Ainsi, la courbe de In est en dessous de sa tangente en 1.
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5 Croissance comparée (idées a retenir)

Propriété 5.1: A Pinfini

Chapitre 10

Pour tout entier n > 1,

Propriété 5.2: Au voisinage de 0

Pour tout entiern > 1,

lim 2" In(z) = 0.
z—0t

6 Méthodes et exercices

Méthode 1 — Résoudre une équation/inéquation avec In ou ¢

. Etape 2 :isoler In(-) ou el).

(avec b > 0).

. Etape 4 : vérifier lappartenance des solutions aux conditions d’existence.

-

- Etape 1: déterminer les conditions d’existence (par exemple u(x) > 0 si In(u(z)) apparait).

. Etape 3 : appliquer la fonction réciproque 1 In(u) = a <= u=-¢*, e*=1b < u=1In(b)

Exercice 6.1 — Equations de base

Compétences : résoudre une équation avec In et e
Résoudre dans R :

1. In(z) = 5.

2. e =3

3 In(l—2)< -1

Méthode 2 — Comparer des logarithmes

Comme In est croissante sur |0, +oof,

In(u) <In(v) <= uw<wv a&conditionque u>0etwv>0.
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Exercice 6.2 — Equation In(u) = In(v)

Compétences : conditions d’existence, résolution d’'une équation.

Résoudre In(4z — 1) = In(2 — ).

Exercice 6.3 — Calculs avec les propriétés

‘ (

Compétences : utiliser In(ab), In(a™), In(%).

Exprimer en fonction de In2:

ln<i>, In(8) +5In(2), In(v32), In(10) — In(20).

Exercice 6.4 — Inconnue en exposant

Compétences : appliquer In et gérer le sens de l'négalité.

Déterminer le plus petit entier n € N tel que (2)" < 1072

Pour aller plus loin

Exercice 6.5 — Ftude de fonction

Compétences : dériver et étudier des variations avec In.

Soit f(z) = 2% — x — In(x) définie sur |0, +o0].
1. Calculer f'(z).
2. Etudier le sens de variation de f.

~
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