Terminale spécialité mathématiques Chapitre 9

Introduction
Objectifs du chapitre

- Définir la continuité d'une fonction en un point et sur un intervalle.

- Justifier qu'une fonction est continue & laide des fonctions usuelles et des opérations
(somme, produit, quotient, compaosition).

- Relier continuité et dérivabilité : « dérivable = continue ».

- Utiliser la continuité pour :
- déterminer la limite d'une suite récurrente convergente (théoreme du point fixe);
- montrer I'existence (et parfois 'unicité) de solutions d’équations (TVI, bijection).

La continuité prolonge naturellement la notion de limite étudiée au chapitre précédent : elle
formalise 'idée qu'au voisinage d’'un réel a, la fonction ne présente pas de « saut » et que

lim f(2) = f(a).

T—a

Commentaires pédagogiques

La continuité joue un réle central en analyse :

- elle permet de passer & la limite dans une expression f(u,) lorsque (u,) converge;

- elle garantit I'existence de solutions d'une équation f(z) = k lorsque k est «entre » f(a) et
f(0):

. associée & la monotonie, elle assure l'unicité de la solution.

Point histoire (culture)

Pendant longtemps, I'idée de continuité a été utilisée de maniére intuitive. Le théoréme des
valeurs intermédiaires apparait déja au XVle siecle, mais c’est au XIXe siecle que la notion est
véritablement formalisée (Bolzano, Cauchy, puis Weierstrass), avec une définition fondée sur

les limites.
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1 Définition et propriétés

Continvité en un point

Définition 1.1: Continuité en un réel o

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant a.
On dit que f est continue en « si et seulement si:

lim f(z) = f(a).

T—ra

Remarque. Cette définition suppose que f(a) existe (donc que a € Dy).

- Le cadre de la définition exige que la fonction f soit définie en a, on ne parle donc pas de
continuité de f en un point qui N"appartient pas a son ensemble de définition

- Sif est définie en q, il suffit de prouver que la limite de f en a existe et est finie pour dire que f
est continue en a. Dans ce cas la limite vaut obligatoirement f(a).

000000000000

Continvuité sur un intervalle

Propriété 1.1: Continuité sur un intervalle

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I.
La fonction f est continue sur [ si et seulement si elle est continue en tout réel a € I.

Remarque
Pour un intervalle fermé [a; b]
f est continue sur |a; b,
f est continue sur [a; b] si lim f(x) = f(a),
Tr—a

lim f(x) = f(0)

0000000000000 00OO00OCOO

Pour les intervalles semi-ouverts on adapte la définition.

Continuité des fonctions usuelles et stabilité

Propriété 1.2: Fonctions usuelles continues sur leur domaine

Les fonctions usuelles sont continues sur leur ensemble de définition, en particulier :
- les fonctions puissance z +— z” (n € N) sont continues sur R;

o 1 .
- la fonction inverse z — — est continue sur Ri et sur R* ;
xXr

- la fonction racine carrée x — /x est continue sur [0; +o0[;
- la valeur absolue z +— |z| est continue sur R;

- I'exponentielle x — e* est continue sur R;

- sin et cos sont continues sur R.

Propriété 1.3: Stabilité par opérations algébriques

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et k € R.
- f + g est continue sur I;
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- k- f est continue sur [
- f-gestcontinue sur[;

1
- sig(z) # 0 pour tout z € I, alors — et / sont continues sur 1.
g g

Propriété 1.4: Stabilité par composition

Soient g et h deux fonctions telles que g est continue sur I, h est continue sur J, et g(I) C J.
Alors la fonction composée h o g est continue sur 1.

Remarque
En particulier, les polyndmes sont continus sur R et les fonctions rationnelles sont continues

sur leur ensemble de définition.

Exemple
La fonction f définie sur R par
f(z) = sin (cos(z* + 1))

est continue sur R (somme, composition de fonctions continues).
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Un exemple classique de discontinvité : la partie entiére

Définition 1.2: Fonction partie entiére

La fonction partie entiére, notée || (ou E(z)), associe a tout réel x le plus grand entier relatif

n tel que
n<z<n-+l.

Propriété 1.5: Discontinuité de la partie entiére

La fonction partie entiére est discontinue en tout entier relatif,

Méthode : montrer qu’une fonction est continue

Stratégie (trés utilisée en Terminale) :

1. Sur un intervalle ou I'expression de f est une combinaison de fonctions usuelles, conclure
directement : f est continue sur cet intervalle.

2. Aux points ou la définition change (fonction définie par morceaux), calculer :

g (), lm @), et fla)

puis comparer.
3. Conclure : f est continue en a si et seulement si

lim f(x) = lim /() = f(a).

o
° Exemple
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Fonction définie par morceaux Soit f définie sur R par

22 —2x -2 siz <1,
flx)=9q2—4

T

Six > 1.

- Chaque expression est continue sur son domaine (polyndme; rationnelle).
- Il suffit donc d¢tudier la continuité en 1 :
lim f(z) =1*—-2-1—-2= -3, lim f(z) = —— = -3, f(1)=-3.

rx—1 x—1 1
<l z>1

- Ona lin%f = lirrif = f(1),donc f est continue en 1, et ainsi continue sur R.
r—r r—r
<1 z>1
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2 Continuité et dérivabilité

Théoréme 2.1: Dérivable = continue

Si une fonction f est dérivable en un réel a, alors f est continue en a.
En particulier, si f est dérivable sur un intervalle I, alors f est continue sur I.

Démonstration (niveau attendu).
Soit f une fonction dérivable en a et t(x) son taux d’accroissement en a.

Enisolant f(x) on trouve a pour z # a:

f(x) = f(a) + (x — a) t(z).

Quandx —waetx <a,ona (z—a)— 0ett(x) — f(a), donc par produit et somme des limites

lim f(2) = f(a).

r—a
x<a

Quandz —aetx >a,0na(x—a) — 0ett(x) — f'(a), donc par produit et somme des limites

lim f(z) = f(a).

T—a
Tr>a
Ainsi
lim f(@) = Jim £(2) = f(c).

ce qui prouve la continuité de f en a.

Remarque
La réciproque est fausse : une fonction peut étre continue en a sans étre dérivable en a.

Exemple
La fonction valeur absolue x +— |z| est continue sur R, mais elle n‘est pas dérivable en 0 (point
anguleux).

0000000 ©0OOCOOO
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3 Continuité et suites

Interversion limite / fonction continue

Théoréme 3.1: Interversion limite / fonction (admis) .

Soit (u,) une suite & valeurs dans un intervalle I telle que u,, — ¢ € 1. Soit f une fonction continue
sur I.
Alors :

n—-+o00 n—-+o0o

lim f(u,) = f( lim un> = f(0).

Théoreme du point fixe

Théoréme 3.2: Point fixe (suite récurrente)

Soit (u,,) une suite définie par u,+1 = f(u,) et supposée convergente vers /.
Si f est continue en /, alors ¢ vérifie 'équation

F0) =2

Démonstration.
Comme u,, — £ et f est continue en ¢, on a par interversion limite / fonction :

lim f(u,) = f(0).

n—-+0o

Or f(u,) = ty4q, donc lir+n fluy) = lirg un+1 = L. On obtient bien f(¢) = ¢.
n—-+0o0o n—-+0oo

Remarque

En pratique, comme la limite ¢ n'est pas connue, on vérifie la continuité de f sur un intervalle T

contenant tous les termes wu,,.

Exemple
On admet que la suite (u,,) définie par uy = 0,1 et

Upt1 = 2Up(1 — uy)

est croissante et convergente vers /.
La fonction f(z) = 2z(1 — x) est polynomiale donc continue sur R. Par le théoréme du point fixe,
¢ vérifie :

(=201 1) < 20—20*=1( < ((1—2()=0.

Donc ¢ € {0; 3}. Comme ug > 0, la limite compatible est ¢ =

00000000000000O0OOOOOOOOLO ©0OOOOOO

1
>
Méthode : déterminer la limite d’une suite définie par récurrence

Si I’on sait (ou si ’'on admet) que (u,,) converge vers ( :
1. écrire upy1 = f(uy);
. préciser un intervalle I contenant les termes de la suite, et vérifier que f est continue sur I;

2
3. résoudre I'équation | f(¢) = ¢|;
4

. choaisir la solution compatible avec les informations sur la suite (signe, encadrements, mono-
tonie, etc)).
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4 Continuité et équations

Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)

Théoréme 4.1: Valeurs intermédiaires (TVI)

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b).
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), léquation f(xz) = k admet au moins une solution
c € la;b).

Remarque
Le TVI garantit ’existence d'une solution, mais pas l'unicité : une équation f(x) = k peut ad-
mettre plusieurs solutions.

0000000

Figure 1 - lllustration du TVI: pour tout k entre f(a) et f(b), il existe (au moins) un ¢ € [a; b] tel que
fle) =k (ici, ¢1, 2, ¢3).

Théoréeme de la bijection

Théoréme 4.2: Bijection (continuité + monotonie)

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a; b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), léquation f(x) = k admet une unique solution ¢ € [a; b).

Remarque
Remarques.

- On généralise ce théoreme & lintervalle ouvert I =Ja;b[ oU a et b peuvent étre réels, ou £oo;
k doit alors étre compris entre lim f(z) et lirl{l f(z).
r—ra T—0

- Lorsque k = 0, il suffira de montrer que la fonction f change de signe sur 1.

- Le terme « bijection » signifie qu'une image par la fonction f N‘admet qu'un et un seul antécé-
dent.

- Un tableau de variations suffit pour montrer la continuité et la stricte monotonie de la fonction.
Les fleches « montantes » ou « descendantes » indiquent la continuité et la monotonie qui
doivent étre listées comme hypothéeses dans la rédaction de la démonstration.

Exemple
Une équation admet une unique solution Léquation 2® = 20 admet une unique solution réelle
car la fonction cube x — 2 est continue et strictement croissante sur R.

0000000 000000000000O0O0OOOOLOOO0ODOOOO
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Méthode : existence et nombre de solutions

Etapes classiques pour étudier f(z) = k sur un intervalle :
1. vérifier que f est continue sur lintervalle;
2.

encadrer k entre f(a) et f(b) (ou montrer un changement de signe si k = 0) = existence
(TVD:

si Fon sait que f est strictement monotone sur l'intervalle = unicité (bijection);

N

4. sifon cherche le nombre de solutions : découper le domaine selon les variations de f.

Méthode : utiliser une fonction auxiliaire (pour les variations)

Parfois, f'(x) sécrit sous la forme
f'(@) = A(z) g(),

avec A(z) > 0 sur lintervalle étudié. Alors le signe de f'(z) est celui de g(x), et I'€tude des
variations de f se ramene a celle de g.

Conseil. Pour montrer que g(x) = 0 admet une unique solution, on utilise souvent le théoreme
de la bijection : g continue + strictement monotone + changement de signe.
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Exercices

A. Soit la fonction g définie sur [0 ; +oo[ par: g(z) =e* —z — 1.
1. Etudier les variations de la fonction g.
2. Déterminer le signe de g(z) suivant les valeurs de .

3. En déduire que pour tout z de [0 ; 400, e* — z > 0.
r—1
B. On considere la fonction f définie sur [0 ;1] par: f(z) = c :
650 J—
On donne ci-dessous la courbe (65) représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repere
orthonormal. On admet que f est strictement croissante sur [0 ; 1].

1. Montrer que pour tout z de [0 ;1], f(z) € [0;1].
2. Soit (D) la droite d'équation y = .
a) Montrer que pour tout z de [0 ;1] : f(z) —z = %.
b) Etudier la position relative de la droite (D) et de la courbe (€}) sur [0 ;1]

D>

¢y

1
C. Soit la suite (u,,) définie par : ug = 5 et pour toutn € N, u,p1 = f (uy).

1. Construire sur axe des abscisses les quatre premiers termes de la suite en laissant apparents
les traits de construction.

1
2. Montrer que pour toutn € N, 5 Uy SUpsp < L

3. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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4
On considére la fonction f définie sur lintervalle [0 ; +oo[ par: f(x) =5 — o
T

On admettra que f est dérivable sur lntervalle [0 ; +oo].

1. Démontrer que f est croissante sur lintervalle [0 ; +ool.

2. Résoudre 'équation f(z) = x sur lintervalle [0 ; +00[. On note « la solution.
Donner la valeur exacte de « puis en donner une valeur approchée a 1072 pres.

3. On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, w1 = f (un).
a) Démontrer, par récurrence, que, pour toutn € N: 0 < u, < upp1 < a OU « est le réel défini
dans la question 2.
b) La suite (u,) est-elle convergente ? Justifier.

4. Pour tout n € N, on définit la suite (S,,) par: S, = Z“k =g +u+...+ U,
k=0
a) Calculer Sy, S et S,. Donner une valeur approchée des résultats a 1072 pres.
b) Montrer que la suite (S,,) diverge vers +oc.

Soit 'équation: (E) : 2zv/x — 3\/z + 4 = m/x.
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de solutions de (FE) et de déterminer une
approximation de chacune des solutions.

1. On pose pour tout z > 0, g(x) = z/x — 1.
a) Montrer que 'équation g(z) = 0 admet une unique solution a que 'on déterminera.
b) Déterminer le signe de g(x) pour z > 0.

4
2. Soit la fonction f définie sur ]0 ; +o0[ par: f(z) =2z — 3 + NG
a) Déterminer les limites de f en 0 et en +o0.
29(x)
b) Mont () = :
) Montrer que f'(x) o

C) En déduire le tableau de variations de la fonction f.

3. a) Montrer que l'équation (E) est équivalente & f(z) = m pour x # 0.
b) Déterminer le nombre de solutions de I'équation (E).
c) Donner un encadrement & 1072 de la ou les solutions de (E).

A. Soit g la fonction définie sur R par: g(z) = (z 4+ 2)e*™* — 2.
1. Déterminer la limite de g en +o0.
2. Montrer que la limite de g en —oo vaut —2.

3. On admet que la fonction g est dérivable sur R. Calculer ¢'(z) puis dresser le tableau de varia-
tions de g.

4. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur R.

5. En déduire le signe de la fonction g sur R.

6. A laide de 'algorithme de dichotomie, donner un encadrement d'amplitude 103 de «.
B. Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = z? — z%e* .

1. Résoudre I'équation f(x) = 0 sur R.
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2. On admet que la fonction f est dérivable sur R et que pour tout réel z, f'(x) = —zg(z) ou la

fonction g est celle définie & la partie A. Etudier les variations de la fonction f sur R.
3

3. Démontrer que le maximum de la fonction f sur [0 ; +00[ est égal & 0;2.
«
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