Terminale spécialité mathématiques Chapitre 8

Introduction

Objectifs du chapitre

Ce chapitre est consacré a I'étude des limites de fonctions, une notion fondamentale en analyse
mathématique. Il permet de décrire le comportement d'une fonction lorsque la variable tend
vers une valeur finie ou vers linfini.

Nous étudierons d’'abord les limites en linfini (limites finies et infinies) et les asymptotes hori-
zontales. Ensuite, nous aborderons les limites en un point réel (limites finies et infinies) et les
asymptotes verticales. Nous verrons également les opérations sur les limites, les théoremes de
comparaison et dencadrement, ainsi que les croissances comparées entre la fonction expo-
nentielle et les fonctions puissances.

Capacités

- Déterminer graphiquement et par le calcul la limite d'une fonction en linfini ou en un point

- Reconnaitre et déterminer les équations dasymptotes horizontales et verticales

- Utiliser les opérations sur les limites (somme, produit, quotient)

- Lever des formes indéterminées par factorisation, par conjugué ou par comparaison

- Appliquer les théoremes de comparaison et dencadrement (théoréme des gendarmes)

- Utiliser les croissances comparées pour lever des formes indéterminées avec 'exponentielle

- Déterminer la limite d'une fonction composée

Le bulletin officiel de I’éducation nationale

En terminale, l'étude des limites de fonctions constitue un approfondissement des notions vues
en premiere. L'objectif est de fournir aux éléves des outils pour analyser le comportement
asymptotique des fonctions et pour lever des formes indéterminées.

Les éleves doivent étre capables de :

- Déterminer des limites ¢ l'aide des opérations sur les limites et des théoremes de compa-
raison

- Reconnaitre et interpréter des asymptotes horizontales et verticales

- Lever des formes indéterminées courantes (quotient, différence, produit)

- Utiliser les croissances comparées entre I'exponentielle et les polyndmes

- Etudier des fonctions définies par des expressions comportant des exponentielles

L'étude des limites est essentielle pour la compréhension de la continuité et de la dérivation,
ainsi que pour I'¢tude complete des fonctions.
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Démonstrations

- Preuve de lim e* =+4+ooet lim e* =0
xr——+00 T——00

- Preuve des croissances comparées: lim & = 4oco et lim z"e* =0
=400 ¥ T——00

. Preuve de lin% =1 =1 & l'aide du taux d'accroissement
xr—r
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1 Limite d’une fonction en l’infini

Limite finie en l’infini

Définition 1.1: Limite finie en +oco

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a; +oo[. On dit que f tend vers le réel ¢
lorsque z tend vers 400 si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs f(x) pour
x suffisamment grand.

On note:
L) =4
Yy Y
9 A 9 A

fi(x) = £+ 3e=%/2 cos(2.6x)

Définition 1.2: Limite finie en —x

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme | — co;a]. On dit que f tend vers le réel £
lorsque z tend vers —oco si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient toutes les valeurs f(x) pour
x suffisamment petit.

On note;
lim f(x)=1¢
T——00
Y Y
oF o I ) 9F
8 1 92(2) = £+ i 81
7+ 71
6+ 6+
Cocdcocdocol T 1 5I/|~$ P D N ——— "IT$
becdomm—— | 4,,1~L e e R N D 4,,l¢
3T 3
2+ 91
11 11
z f f : : = T z f f : : = T
—-10 -8 —6 —4 -2 00 1 —-10 -8 —6 —4 -2 00 1
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Asymptote horizontale

Définition 1.3: Asymptote horizontale

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; +ool.
Si lim f(x) = ¢, alors la droite d'équation y = ¢ est une asymptote horizontale & la courbe

T—400
représentative de f en +oo.
De méme, si lim f(x) = ¢, alors la droite d’équation y = ¢ est une asymptote horizontale a la
T—r—00

courbe représentative de f en —oo.

Limite infinie en P’infini

Définition 1.4: Limite +0cc en +00

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a; +oo[. On dit que f tend vers +oo
lorsque z tend vers +oo si tout intervalle de la forme |M; +oo[ contient toutes les valeurs f(z)
pour x suffisamment grand.
On note .

lim f(z) =400

T—r+00

Définition 1.5: Limite —coc en 400

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [a; +00[. On dit que f tend vers —oo lorsque
x tend vers +oo si tout intervalle de la forme | — oo; M| contient toutes les valeurs f(z) pour z
suffisamment grand.

On note :
Jim f(a) = —o0
Yy Y
13% 27
12 +
11 + 0 : : \ \ B T
10 1 o A4, 6 8 4 10
9 —921
M38 T M,
71 —4
61
M5 M6
M4
3 _8 1
o I
11 M30 +
} t 17 1 b\ xr
0o 2 A 4 A 6 X?) 10 19l
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Exemples
lim 22 = 400 (car n = 2 est pair)

r—r—00

lim 2® = —oo (car n = 3 est impair)
r—r—00

lim e* = 400
T—-+00

lim /x = +o00

T—r+00

000000000000 O0CO0

Fonctions n’admettant pas de limite en Pinfini

o
° Remarque
°  Une fonction peut ne pas admettre de limite en +oo0 (ou en —oo) notamment .
o - lorsguelle oscille sans se stabiliser (fonction bornée mais pas de valeur limite):
o
o - lorsquelle oscille avec une amplitude croissante (fonction non bornée).
o
° Exemples
° Lafonction f(z) = sinxz n"admet pas de limite en +o00 : la courbe continue d'osciller entre —1 et
o1
e 1L
¢ La fonction ¢g(z) = xzsinz n‘admet pas de limite en 400 et n'est pas bornée : 'amplitude des
o oscillations grandit.
o
° Remarque
° 1
o Attention: lim sin{ — ) =0car L — 0.
: T—+00 €T z
Yy Y
1+ 10 +
5 —4
1 1 A — { ‘\ } Ly o
0 T B 3 pm 0 T 21 37 4
—5 +
—1 +
—10 ++

Oscillations persistantes entre -1 et 1:
pas de limite en +oc. Oscillations d’'amplitude croissante :
pas de limite en +oo.

2 Limite d’une fonction en un réel

Limite finie en un réel

Définition 2.1: Limite finie en un réel
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant a.
On dit que f admet une limite ¢ quand z tend vers un réel a lorsque f(z) est aussi proche de ¢
que voulu, pourvu que z soit suffisamment proche de a. On note

lim f(z) = ¢,

rT—ra
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Formulation rigoureuse avec ¢ et ¢ (utile en classes préparatoires) :

Ve >0, 3a>0,Vz € Dy, |zt —a| <a = |f(zx) —{] <e.

o
° Remarque
° (utile en classe préparatoires). On trouve parfois dans les livres une definition semblable, mais
° danslaquelle on rajoute que x doit étre différent de a. Cela se traduit par
o
o
° Ve>0, dJa>0,Vr €Dy, 0< |z —a|<a = |f(z)—{| <e.
° f
o
o Cette notion est un peu plus générale que celle présentée ici, mais nous ne I'utiliserons pas dans
o . . . . 5 ST
o cecours. Si vraiment on en a besoin un jour, on peut remplacer 'ensemble de définition Dy par
o Dy\{a}.
y Yy Y
‘ o ‘ = |

I
1
|
1
¢ //nc;n définie en a.
1
1
1
1
1

s s y 1
a a a
lim f(z) =4 Pour5<7|f(a)2_£|,ono ;ig}lf(x):e
(eﬁ& Fla) = 0 fla) ¢t — e, 0+, méme si f(a) n'existe pas.
donc pas de limite en a (ici a € Dy). (icia & Dy)

) sinx . .
Exemple classique : —— au voisinage de 0
xr

Exemple
On considere la fonction h définie sur R \ {0} par

sin x

h(xz) = " (x #0).

.. sinx , .. . . .
La limite hn% —— existe et vaut 1 (Cest une limite fondamentale, démontrée plus loin dans le
xT—r €T

chapitre).

On peut alors prolonger |a fonction en posant A(0) = 1: on obtient une fonction définie sur R
qui conserve la méme limite en 0.

000000000000000O0O0OO0OOOO0OO

Exemples célébres ou la limite n’existe pas en un réel

hH(l) s(x) = 1, donc s nN'admet pas de limite en 0.
r—r
>0

§ Exemples

§ Oscillations infinies : f(x) = sin (—) définie sur R\ {0}, n'admet pas de limite en 0.

° T

¢ Deux limites unilatérales différentes : s(z) = m définie sur R\ {0}, vérifie lin% s(x) = —1let
° X T—

o <0
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Y Yy
AN /l\
h(0) =1
1 1
> T >
O (0]
Fonction définie sur R\ {0} : « trou » en 0. Fonction prolongée : la limite en 0 est conservée.
Yy Y
> (NS
QO 19 !

La courbe oscille de plus en plus prés de 0: pas de limite.  Deux limites unilatérales différentes : pas de limite en 0.

Limites finie & gauche et & droite

Définition 2.2: Limite & gauche / limite a droite

Soit f définie sur Dy et soit a € R.

On dit que f admet une limite finie & gauche 7, en a si:
Ve >0, 3a >0, Ve € Dy, (a—a<z<a) = |f(x)—t] <e.

On note alors lim f(z) = ¢;, ou encore lim f(z) = ¢;.

a5 a—
z<a -

On dit que f admet une limite finie & droite /; ena si:
Ve >0,3a>0,Vr €Dy, (a<z<a+a) = |f(x) -l <e.

On note alors lim f(z) = £, ou encore lim fz) =0,
g z—a

r>a

Propriété 2.1

Cas 1: f n’est pas définie en a (donc a ¢ Dy).
La limite lim f(z) = ¢ existe si et seulement si lim f(z) et lim f(x) existent et sont égales & .

Tr—a

Si lim f(2) #

r<a

Cas 2: f est définie en a (donc a € Dy).

rx<a r>a
lim f(z), alors f n"admet pas de limite en a.
x>a
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Avec notre définition (qui nexclut pas z = a), f admet une limite finie en a si et seulement si les
deux limites & gauche et & droite existent et vérifient

lim f(x) = lim f(z) = f(a).

Tr—a r—a

r<a Tx>a
o
° Remarque
°  Dans le cas 2, cette définition de la limite coincide avec la définition de la continuité d'une
e fonction en a, qui sera ¢tudiée dans le prochain chapitre.
y Y
62 O/

~
=

v
=

a a
lim f(2) = 64 lim f(2) = £
rx<a x>a

Sily # y, alors f n'admet pas de limite en a.

Limite infinie en un réel

Définition 2.3: Limite infinie en un réel

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant le réel a (sauf éventuellement en a).
On dit que f tend vers 400 lorsque x tend vers a si tout intervalle de la forme |M; +o00[ contient
toutes les valeurs f(z) pour z suffisamment proche de a.
On note :

lim f(z) = +o0

r—a

On définit de maniére analogue lim f(x) = —oco.
T—a

Limite infinie @ gauche, limite & droite

Définition 2.4: Limite & droite
Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme Ja; b[. On dit que f tend vers oo lorsque
x tend vers a par valeurs supérieures (& droite) si tout intervalle de la forme |M; +oo[ contient
toutes les valeurs f(z) pour x suffisamment proche de a avec x > a.

On note :
lim f(z) = +00

Tr—a
rx>a

Définition 2.5: Limite & gauche

Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme ]e; a[. On dit que f tend vers +oo lorsque
x tend vers a par valeurs inférieures (0 gauche) si tout intervalle de la forme |M; +oo[ contient
toutes les valeurs f(z) pour x suffisamment proche de a avec x < a.
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On note :
lim f(z) = +o0
T—a
r<a

Yy Y Yy
: : M \ \ :
M I I I I M :
: : S 7 ; ; s 2 : S 2
a a a
lim f(z) = +o0 lim f(z) = —o0 lim f(z) = +o0
r—ra r—ra r—a—

o

o Exemple

. 1

°  lim - =+o00

: z—0 %

° >0

o limi=—0c0

o z—0 %

: <0

° lil% w% = 400 (les limites & gauche et & droite sont toutes les deux 4o00)

o r—r

Asymptote verticale

Définition 2.6: Asymptote verticale

Soit f une fonction définie au voisinage d'un réel a (sauf éventuellement en a).
Silim f(z) = ooou lim f(z) = o0, alors la droite d'équation z = a est une asymptote verticale

r<a x>a

& la courbe représentative de f.

Exemple
La fonction f(x) = % admet axe des ordonnées (z = 0) comme asymptote verticale,
La fonction g(z) = % admet la droite = 1 comme asymptote verticale.

00000O0CO

Lire une limite sur un graphique. Consigne. Pour chacun des six graphiques ci-dessous (de
gauche a droite, puis de haut en bas), compléter I'expression de la limite affichée sous le gra-
phique : préciser vers quoi tend z et la valeur de la limite.
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lim  f(z)=[ | lim f(z) =[] lim f(z) =[]

T T T
Exercice 2.1 — Limite en un point
Niveau = * *

On considere la fonction f définie sur R\ {2} par f(z) = =2,
1. Calculer gl;_}n% f(z) et ;lvl—% f(z).
r>2 xr<2
2. La fonction f admet-elle une asymptote verticale ? Si oui, donner son équation.

3. Calculer lir+n f(z) et lim f(z).

3 Opérations sur les limites

Somme de limites

Propriété 3.1: Somme de limites

Soient f et g deux fonctions. Si lim f(x) = ¢ et lim g(z) = ¢, alors :

Tr—a T—ra

lim (f(z) + g(x)) = £+

Tr—a
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lim f(z) | lim g(z) lim(f 4 g)(x)
14 v e+ 0
l 400 400
l —0 —00
+00 +00 +00
—o0 —0o0 —0o0
+oo —00 FI (forme indéterminée)

Produit de limites

Propriété 3.2: Produit de limites

Soient f et g deux fonctions. Si lim f(x) = £ et lim g(x) = ¢, alors :
Tr—a T—a

lim(f(z) x g(z)) =€ x ¥

Tr—a

lim f(x) | limg(z) lim(f x g)(z)
l v x
(#£0 +oo +o0o (regle des signes)
0 +oo Fl
+o0 +o0 +oo (regle des signes)

Quotient de limites

Propriété 3.3: Quotient de limites

Soient f et g deux fonctions avec g(z) # 0 au voisinage de a. Si lim f(x) = £ et lim g(x) = ¢’ # 0,
r—a r—a
alors : ;
lim @) = —
zvag(z) O
lim f(z) | lim g(x) lim %
( U'#0 =
l +00 0
+o0 ¢ #£0 | oo (régle des signes)
0#£0 0+ +oo (regle des signes)
0 0 Fl
+o0 Fo0 Fl
Remarques

Fl signifie "Forme Indéterminée”. Une forme indéterminée ne signifie pas qu'il n'y a pas de limite,
mais que les reégles d'opérations ne permettent pas de conclure directement, il est donc inutile
de noter sur sa copie dexamen "Forme indéterminée”. Il faut alors transformer I'expression
pour lever lindétermination.

Les formes indéterminées courantes sont :

2. 2 00—00: 0xo00; 1%

Exemples

lir+n (22 + €%) = 400 (somme de +oo et +00)
Tr—r+00

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
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lim (22 + 1)e® = 400 (produit de +oo et +o0)

° T—+00

s lim —— = 0 (quotient de 0 par +o0)
° z——00 ¥

° xEIJPoo —— = 0 (quotient de 1 par +oc0)

N

Limite d’une fonction composée

Définition 4.1: Fonction composée

Soient u et v deux fonctions. On appelle fonction composée de u par v la fonction notée v o u
définie par :
(vou)(z) =v(u(z))

Théoréme 4.1: Limite d’une fonction composée N

Soient f et g deux fonctions, a, b et X des réels ou +oo0.
Silim f(z) =betlimg(y) = A alors:
T—a y—b

lim g(f(z)) = A

r—ra

Exemples
lim e =0car lim (1—2)=—-oco0et lim =0
T—>+00 T—>+00 Y——00

lim vz +1=1carlim(zr+1)=1letlim,/y=1
z—0 z—0 y—1
lim /1 —2z=+ococar lim (1-2)=+occet lim \/y= 400
T—>—00 Yy——+00

T——00

000000000000

5 Théoremes de comparaison

Théoréme de minoration

Théoréme 5.1: Théoréme de minoration

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a; +00[ telles que pour tout > a, f(z) <
g().
Si lim f(z) = 400, alors lim g(z) = +oo.

T—+00 T—+00

Théoréme de majoration

Théoréme 5.2: Théoréme de majoration

Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a; +o0] telles que pour tout & > a, f(z) <

g(x).

Si :L'Br—il-loog(x) = —oo, alors xll)llloof(a:) = —00.

Théoréme des gendarmes (encadrement)

Théoréme 5.3: Théoréme des gendarmes

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle [a; +o0] telles que pour tout z > a, g(x) <

f(x) < h(z).
Si lim g(z) =/¢et lim h(z) =/ alors lim f(z) =~

T—+00 T—+400 T—+00
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Exemples

lim (x — 1) = +o0, par le théoréme de minoration, liIll f(z) =400
T—>+00

r—-+00

cos(x)

000000000000000CO0O0

et lim 2 =0, par le théoréeme des gendarmes, lirf g(z) =0
T—>+00

r—r-+00

Y

Chapitre 8

- Soit f(z) = x + sin(x). Pour tout x € R, =1 < sin(z) < 1, doncz — 1 < f(x) < z + 1. Comme

- Soit g(x) = <=2 Pour toutz > 0,—1 < cos(z) < 1,donc —=% < g(z) < &.Comme lim —= =0

T—+00

Cf AN
Ny €
> X
A) b a 7
r<b= f(z) <g(r) z>a= f(r)>g(x)
On compare f et g par zones : Sig(z) < f(z) < h(z) etlimg =limh = ¢,
& gauche f > g, & droite f < g. alors lim f = ¢ (théoréme des gendarmes).

6 Croissances comparées

Limites de la fonction exponentielle

Théoréme 6.1: Limites de I’exponentielle

lim e* =0 et lim e* =40
Tr——00 r——+00

Remarque

T— =400

de la fonction f(x) = e® —x — 1).

000000COO

Croissances comparées

Théoréme 6.2: Croissances comparées

La preuve de lim e = +oo utilise linégalité e* > x + 1 pour tout z € R (démontrée par l'étude

Pour tout entier naturel n :

T

lim — =400 et lim z"e* =0
z—+oo T——00
En particulier :
e"l)
lim — =+o0 et lim ze®* =0
r—400 X T——00

Remarque
On dit qu'a linfini, I’exponentielle I’emporte sur toute puissance de z.

o
o
o
o
o
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Exemples

lim <= = 400
T—+00 r+

lim & =+
z——4o00 T

lim z%e®* =0
r—r—00

lim z'%* =0
r—r—00

0000000000000 0CO

Limite fondamentale

Chapitre 8

*—1
lim & — =1
z—0 x€x
E Remarque
e Cette limite s'interprete comme le nombre dérive de la fonction exponentielle en 0
o z _ 0 T _ 1
o exp’(0) = lim €T lim & =1
: x—0 1 — x—0 X
Exercice 6.1 — Croissances comparées
Niveaqu = * * K
Déterminer les limites suivantes :
1. lim <32
z—+o00 ¥
2. lim ezm‘fs
T—r+00
3 lim (224 1)e®
T—r—00
4. lim a%e®
T—r—00
7 Lever des formes indéterminées
Par factorisation
E Exemples
°  Déterminer hr_{l (323 — 22% + x + 5).
o T—r+00
o 2 1 5
3 2 _93(q_ % L 2
E 3x° —2x"4+x+5=3x <1 3:1:+3x2+3:173)
° Ormglfoo (1 — % + # + %) =1let mli}riloo?)x?’ = +4-o00.
> Donc lir_{l (32 — 22 + 2 4+ 5) = +o0.
o r—400

Par conjugué

Exemples
Déterminer lim (v + 3 — vz + 2).

T—+00

Vr+3—Va+2=

(Ve +3—vVax+2)(Vr+3+vVr+2)

B 1

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

Vr+3+Vr+2
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Chapitre 8

o
o . _ . 1 —
: Or zgriloo(\/x + 3+ vz +2) = 00, donc Jim s =0
°  Finalement, lim (v +3—+vz+2)=0.
° xr——+00
Exercice 71 — Formes indéterminées
Nivequ = * H * *
Déterminer les limites suivantes :
: 2r—1
1 wgffoo 3012
2. lim (Vzx — T
3 i Z°t3z-1
T—>+00 -z
4. lim (vV3—x—+10—x)
r—r—00
er vs ™ Limites
L de e* Théoréme
folrnndloe— des gen- T aorame
mentale COES de ma-
joration
Croissances Théoreme
Factorisation comparees Ce -
Comparaison ration
Conjugue Formes
indéter-
minées
Théoréeme
Composition

Fonction
com-
posée
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